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1 はじめに

近年、有限体上の符号理論を環上の符号理論へ拡張

する試みがなされている。最初の段階として、Z/（4）

などのガロア環への拡張が考えられる。

一般的に、体の代数的な拡張としては、斜体への拡

張と可換環への拡張が考えられるが有限体においては、

有限斜体は可換体であるという Wedderburn の定理

があるため、有限可換環への拡張が自然である。よっ

て、有限体上の符号理論の拡張としては、最初の段階

として有限可換環への拡張を考え、次の段階として有

限非可換環への拡張を考えることとなる。

環論のアプローチとして、T. Sumiyama（1979）は、

有限局所環の極大ガロア部分環を考察した。ガロア環

の拡張として、フロベニウス環や QF環を考えること

ができる。Y. Hirano（1997）は環論的に有限フロベ

ニウス環を特徴づけた。

一方、有限フロベニウス環上の符号理論の研究も進

んでいる。A. A. Andrade and Palazzo Jr.（2005）は、

有限環上の線形符号を調べた。 有限フロベニウス環

上の符号理論における拡張定理は、J. A. Wood（1999）

により確立された。 K. Shiromoto and L. Storme

（2003）は、有限 QF 環上の符号理論におけるある種

の上限を与えた。

本論文においては、有限体上の巡回符号は多項式環

の剰余環のイデアルとして表現されるという事実を出発

点として、符号理論の代数的な理論体系の構築を試み

る。最初に、有限可換環上において巡回符号の一般化

である多重巡回符号と逐次符号を定義し、その双対符

号を調べる。これらのことは、S. R. Lopez Permouth

達（2009）の研究の流れを受け継いでいる。

次に、これらの概念を有限可換 QF環上の線形符号

に拡張し、その階数や双対符号を調べる。そして、多重

巡回符号と逐次符号がある種の双対性をもつことを考

察し、自由符号が可逆な定数項をもつ単項多重巡回逐

次符号であるための条件を決定する。さらに、有限可

換 QF環上の線形符号を非可換環へ拡張することを考

え、理論体系を定式化する。最後に、非可換 QF環を

拡張する方向性について述べ、今後の可能性を考える。

この論文を通して特に断らない限り、環 Rは 0と異

なる単位元をもつ環とし、nは 2以上の自然数とする。

また、符号理論における基本的な用語は、「表 1」

の通りとする。
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表 1 用語の説明

有限可換環 Rと 2以上の自然数 nに対して、R加群 Rn

を、

Rn厩格廓a0, a1, 且且, an芋1較角ai頴 R隔

と定める。

R上の長さ nの線形符号 Cとは、R加群 Rnの空でない

部分加群として定める。

線形符号 C盈 Rn が自由 R部分加群のとき、自由符号

という。特に、Cの階数が kのとき、拡n, k郭線形自由符

号、または単に拡n, k郭符号という。

線形符号 C盈 Rnが条件

廓a0, a1, 且且, an芋1較頴 Cならば、

廓an芋1, a0, a1, 且且, an芋2較頴 C

を満たすとき、巡回符号という。



予備知識として、環論の基本的な結果は、T. Y. Lam

（1999）や B. R. McDonald（1974）を、ホモロジー代数

は、H. Cartan, S. Eilenberg（1956）や J. J. Rotman

（2008）を、符号理論は、J. H. van Lint（1992）を参

照されたい。

2 有限可換環上の多重巡回符号と逐次符号

有限体上の符号理論の拡張を考える際、有限斜体は

可換体であるというWedderburnの定理があるため、

有限可換環上の符号理論へと拡張することが自然であ

る。

最初に、有限可換環 R上の長さ nの線形符号 Cに

対して、多重巡回符号や逐次符号を定義し、その性質

を考察する。この節では、以下 Rを有限可換環とす

る。

定義 2.1.

c厩 廓c0, c1, 且且, cn芋1較頴 R
n
とする。線形符号

C盈 Rnが条件

廓a0, a1, 且且, an芋1較頴 Cならば、

廓0, a0, a1, 且且, an芋2較茨an芋1廓c0, c1, 且且, cn芋1較頴 C

を満たすとき、Cを cに誘導された多重巡回符号とい

う。

有限体上の巡回符号のときと同様に、多重巡回符号

は多項式環の剰余環のイデアルとみなすことができる。

c厩 廓c0, c1, 且且, cn芋1較頴 R
n
に対して、

f廓x較厩 xn芋cn芋1x
n芋1

芋葛芋c1x芋c0

と定め、自然な写像

ñ : Rn臆 R拡x郭慰廓f廓x較較

を a厩 廓a0, a1, 且且, an芋1較に対して、

an芋1x
n芋1

茨葛茨a1x茨a0

を対応させることで定める。

この写像により、多重巡回符号 Cを、剰余環 R拡x郭慰

廓f廓x較較のイデアルと同一視することができる。

定義 2.2.

多重巡回符号 C盈 R拡x郭慰廓f廓x較較に対して、R拡x郭

におけるモニックな多項式 g, hが存在して、

C厩 廓g較慰廓f較 かつ f厩 hg

と表されるとき、Cを単項多重巡回符号という。特に、

gの定数項が可逆なとき、可逆な定数項をもつ単項多

重巡回符号という。

定義 2.3.

c厩 廓c0, c1, 且且, cn芋1較頴 R
n
とする。線形符号

C盈 Rnが条件

廓a0, a1, 且且, an芋1較頴 Cならば、

廓a1, a2, 且, an芋1, a0c0茨a1c1茨葛茨an芋1cn芋1較頴 C

を満たすとき、Cを cに誘導された逐次符号という。

Rn上に標準的な内積を

浦 x, y瓜厩 郁
n芋1
i厩 0 xiyi

と定める。ここで、

x厩 廓x0, x1, 且, xn芋1較, y厩 廓y0, y1, 且且, yn芋1較

とする。

また、線形符号 C盈 Rnに対して、

C案
厩 格a頴 Rn角任意の c頴 Cに対して 浦 c, a瓜厩 0隔

と定めると、C案
は明らかに線形符号となる。C案

を

Cの双対符号という。

定理 2.4

長さ nの線形符号 Cに対して、次が成り立つ。

（1）Cが多重巡回符号ならば、C案
は逐次符号であ

る。

（2）Cが逐次符号ならば、C案
は多重巡回符号であ

る。

証明

［M. Matsuoka（2011）定理 1］を参照されたい。□

3 フロベニウス環と QF環

前節では、有限可換環上の多重巡回符号や逐次符号

を定義した。フロベニウス環や QF環の符号理論を考

える前に、フロベニウス環や QF環の定義をまとめて

おく。

Mを環 Rの左加群とし、Xをその部分集合とする。

Xの零化イデアルを

annl廓X較厩格r頴 R角任意の x頴 Xに対して rx厩 0隔

と定めると、これは左イデアルとなる。右加群の部分

集合 Xに対して、annr廓X較が同様に定義される。

このとき、次の定理が成り立つ。

定理 3.1.

環 Rに対して、次の条件は同値である。

（1）Rは右アルチン環かつ右自己入射的環である。

（2）Rは左アルチン環かつ左自己入射的環である。

（3）Rは右ネーター環かつ次の条件を満たす。

（3a）Rの任意の右イデアル Aに対して、

annr廓annlA較厩 A
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（3b）Rの任意の左イデアル Iに対して、

annl廓annr I較厩 I

証明

［T. Y. Lam（1999）定理 15.1］を参照されたい。□

定義 3.2.

環 Rが定理 3.1. の条件を満たす時、準フロベニウ

ス環（以下、QF環）という。

定理 3.3.

環 Rに対して、次の条件は同値である。

（1）Rは QF環である。

（2）任意の左 R加群に対して、射影的であること

と入射的であることは同値である。

証明

［T. Y. Lam（1999）定理 15.9］を参照されたい。□

単純右 R加群は、R慰Mの形をしている。ここで、

Mは環 Rの極大右イデアルである。

このとき、次の命題を証明することができる。

命題 3.4.

Rを QF 環とする。このとき、すべての単純右 R

加群環は Rに埋め込まれる。

すべての単純右 R加群環が Rに埋め込まれるとき、

環 Rを右カッシュ環という。よって、QF環は右カッ

シュ環となる。

定理 3.4.

Rをアルチン環とする。Jを Rのジャコブソン根基

とし、R厩 R慰Jとおくとき、次の条件は同値である。

（1）Rは QF環であり、soc廓RR較叡 RR

（2）Rは QF環であり、soc廓RR 較叡 RR

（3）soc廓RR較叡 RRかつ soc廓RR 較叡 RRが成り立つ。

証明

［T. Y. Lam（1999）定理 16.14］を参照されたい。

□

定義 3.5.

R環が定理 3.4.の条件を満たす時、フロベニウス

環という。

定義から明らかに、フロベニウス環はQF環である。

4 準フロベニウス環上の線形符号

この節では、有限可換 QF環上の自由符号を考察す

る。

線形符号 C盈 Rnに対して、C隠
を

C隠
厩格ë頴 HomR廓R

n, R較角ë廓C較厩 0隔

と定める。

このとき、次の命題から C隠は R加群として、C案

と同じ構造をもつことが分かる。

命題 4.1.

Rを有限可換環とする。部分加群 C盈 Rnに対して、

C隠
と C案

は R加群として同型である。

証明

［M. Matsuoka（2011）命題 2］を参照されたい。

□

一方、有限可換 QF環の特徴づけとして、次が知ら

れている。

定理 4.2.

有限可換環 Rに対して、次の条件は同値である。

（1）Rは QF環である。

（2）任意の部分加群M盈 Rn に対して、M隠隠
厩 M

が成り立つ。

証明

［J. A. Wood（1999）定理 7.2］を参照されたい。 □

定理 4.2.から次が分かる。

定理 4.3.

Rを有限可換 QF環、C盈 Rn を自由符号とすると

き、

廓C案
較
案
厩 C

が成り立つ。

定理 4.4.

有限可換 QF環 Rに対して、C盈 Rnが自由符号な

らば C案
も自由符号であり、階数は

rankC案
厩 n芋rankC

が成り立つ。

証明

k厩 rankCとする。Cは自由符号なので、射影加

群である。よって、入射加群になるので、Cは Rnの

直和因子となる。Rnの適当な部分加群 Kが存在し、
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Rn厩 C飲K

となる。このとき、Kは階数が n芋kの自由加群とな

り、

C案
叡 C隠

叡 Hom廓K, R較叡 Hom廓Rn芋k, R較叡 Rn芋k

が成り立つ。

よって、C案
は階数が n芋kの自由加群である。 □

定理 4.4.から次の系が分かる。

系 4.5.

Rを有限可換 QF環、C盈 Rnを自由符号とする。

このとき、Cが多重巡回符号であるための必要十分条

件は、C案
が逐次符号であることである。

次の定理により、有限可換 QF 環 R上の長さ nの

自由符号 Cが、可逆な定数項をもつ単項多重巡回逐

次符号であるための条件を特徴づけることができる。

定理 4.6.

有限可換 QF 環 Rと、長さ nの自由符号 Cに対し

て、次の条件は同値である。

（1）Cと C案
は共に、可逆な定数項をもつ単項多重

巡回符号である。

（2）Cと C案
は共に、可逆な定数項をもつ単項逐次

符号である。

（3）Cは、可逆な定数項をもつ単項多重巡回逐次符

号である。

（4）C案
は、可逆な定数項をもつ単項多重巡回逐次

符号である。

（5）C厩 廓g較慰廓xn芋á較は、可逆な áをもつ定数巡

回的符号である。

（6）C案
厩 廓q較慰廓xn芋â較は、可逆な âをもつ定数

巡回的符号である。

証明

［M. Matsuoka（2011）定理 5］を参照されたい。

□

今後は、可逆な定数項をもつ単項多重巡回逐次符号

を拡張することが自然に考えられるが、単項でない場

合は困難が伴い拡張は現在の所なされていない。

5 非可換環上の符号理論

可換環上の符号理論を非可換環上へ拡張することを

考える。

左 R 加群 M に対して、M碓厩 HomR廓M, R較は、

右 R加群となる。環 Rの右からの作用は、

廓f逸r較廓m較厩 f廓m較逸r

と定まる。ここで、r頴 R, m頴 M, f頴 M碓である。

また、自然な準同型写像 æ : M臆 M碓碓が

æ廓m較廓f較厩 f廓m較

として定まる。ここで、m頴 M, f頴 M碓である。

Mは æ : M臆 M碓碓が単射のとき捩れがないといい、

全単射のとき反射的であるという。

命題 5.1.

Rを QF環とする。このとき、双対関手 HomR廓芋, R較

は、完全関手である。すなわち、左 R加群の任意の

短完全系列

0臆 K臆
¶

M臆
ø

N臆 0

に対して、

0臆 N碓臆
ø碓

M碓臆
¶碓

K碓臆 0

も短完全系列となる。

証明

環 Rは入射的であり、¶ : K臆 Mは単射なので、

任意の g頴 K碓に対して、h隠¶厩 g を満たすような

適当な h : M臆 Rが存在する。従って、¶碓は全射で

ある。

一方、双対関手 HomR廓芋, R較は左完全なので、

0臆 N碓臆
ø碓

M碓臆
¶碓

K碓臆 0

は短完全系列となる。 □

次の命題は、直接証明することができる。

命題 5.2.

環 Rに対して、左 R加群 Rnは反射的である。

命題 5.2.より、次の定理を証明することができる。

定理 5.3.

Rを QF環とする。このとき、任意の有限生成左 R

加群Mは反射的である。

任意の部分加群 A盈 Mに対して、M碓の部分加群

A隠
を

A隠
厩 格f頴 M碓角f廓A較厩 0隔

と定める。

また、任意の部分加群 I盈 M碓に対して、Mの部
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分加群 I 陰を

I 陰厩 鰻ker f頴 I廓f較

と定める。

このとき、次の 2つの補題を直接証明することがで

きる。

補題 5.4.

Rを環とし、Mを反射的左 R 加群、Iを M碓の部

分加群とする。このとき、左 R加群としての同型

I 陰叡 I 隠

が成り立つ。

補題 5.5.

Rを QF環とし、Mを左 R加群、AをMの部分加

群とする。このとき、

A隠陰
厩 A

が成り立つ。

補題 5.4.と補題 5.5.から次の定理が分かる。

定理 5.6.

Rを QF環とし、Mを有限生成左 R加群、AをM

の部分加群とする。このとき、R加群としての同型

A隠隠
叡 A

が成り立つ。

系 5.7.

Rを QF環とし、Cを左 R加群 Rnの部分加群とす

る。このとき、R加群としての同型

C隠隠
叡 C

が成り立つ。

系 5.8.

自然数 nと環 Rに対して、次の条件は同値である。

（1）Rは QF環である。

（2）Rは次の条件を満たす。

（2a）任意の左 R加群M盈 Rnに対して、

M隠陰
厩 Mが成り立つ。

（2b）任意の右 R加群 N盈 Rnに対して、

N隠陰
厩 Nが成り立つ。

非可換環上においては、線形符号を左加群と右加群

で区別する必要がある。よって、必ずしも可換とは限

らない環に対しては、次のように定める。

環 R 上の長さ nの線形左符号 Cとは、R 加群 Rn

の空でない部分左加群として定義する。線形右符号に

ついても、部分右加群として同様に定める。

線形左符号 C盈 Rnに対して、C案
が

C案
厩 格a頴 Rn角任意の c頴 Cに対して 浦 c, a瓜厩 0隔

として定義される。C案
は線形右符号となることが分

かる。C案
を Cの双対符号という。

次の補題を直接証明することができる。

補題 5.9.

Rを環とし、Cを左 R加群 Rnの部分加群とする。

このとき、

C隠陰
厩 廓C案

較
案

が成り立つ。

系 5.8.と補題 5.9.から次の定理が導かれる。

定理 5.10.

自然数 nと環 Rに対して、次の条件は同値である。

（1）Rは QF環である。

（2）Rは次の条件を満たす。

（2a）任意の左 R加群 C盈 Rnに対して、

廓C案
較
案
厩 Cが成り立つ。

（2b）任意の R加群 D盈 Rn対して、

廓D案
較
案
厩 Dが成り立つ。

定理 5.10.から、非可換環上の符号理論の定理とし

て、次のことが分かる。

定理 5.11.

Rを有限 QF環、C盈 Rnを左線形符号とするとき、

廓C案
較
案
厩 C

が成り立つ。

定理 5.12.

有限 QF環 Rに対して、C盈 Rnが自由左符号なら

ば C案
は自由右符号であり、階数は

rankC案
厩 n芋rankC

が成り立つ。

6 今後の展開

本研究を踏まえて今後の方向性を記述する。
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（1）有限フロベニウス環上の符号理論

M. Matsuoka（2012）において、有限体上の多重巡

回符号と逐次符号の関係を調べ、逐次符号の多項式表

現を構成した。有限体を拡張し、有限フロベニウス環

や有限 QF環上においても逐次符号の多項式表現等を

考察することが考えられる。

（2）非可換 QF環を拡張した符号理論

本研究において最も広いクラスの環は、非可換 QF

環である。今後、非可換 QF環をさらに拡張した環上

における符号理論を展開することが考えられる。

（3）圏論的手法による考察

本研究においては、環論やホモロジー代数を用いて

符号理論の展開を考えた。今後はさらに抽象化し、圏

論的手法を用いて考察することも考えられる。
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Study of Coding Theory over Finite Frobenius Rings
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Abstract

In this paper we generalize coding theory over finite fields to finite rings. First, we consider finite com-
mutative QF rings instead of finite fields, and we study cyclicity of linear codes. We define polycyclic codes
and sequential codes, natural generalization of cyclic codes, and study duality of these codes over finite
commutative QF rings. Next, we characterized the family of principal polycyclic codes with invertible con-
stant terms over finite commutative QF rings. Finally, we generalize coding theory over finite commutative
QF rings to finite noncommutative rings, and we show results and problems of the neighbourhood last.
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